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Получены и исследованы поверхностные электронные состояния на периодически неровной границе 
твердого тела. Показано, что существуют две области в спектре поверхностных состояний, разделенных 
запрещенной зоной. Свойства поверхностных состояний в этих областях существенно различаются. По-
казано, что под действием поверхностных электронных состояний образуется приповерхностный неод-
нородный плазменный слой, что приводит к особенностям распространения поляритонов и к простран-
ственной дисперсии частоты электростатических колебаний. Найдены соответствующие дисперсионные 
соотношения. Рассмотрены особенности образования электронных состояний в случае, когда периодиче-
ский изгиб поверхности среды обусловлен распространением рэлеевского звука. 
Отримано та досліджено поверхневі електронні стани на періодично нерівній межі твердого тіла. Пока-
зано, що існують дві області в спектрі поверхневих станів, які розділені забороненою зоною. Властивості 
поверхневих станів в цих областях істотно розрізняються. Показано, що під дією поверхневих електрон-
них станів утворюється приповерхневий неоднорідний плазмовий шар, що призводить до особливостей 
поширення поляритонів та до просторової дисперсії частоти електростатичних коливань. Знайдено 
відповідні дисперсійні співвідношення. Розглянуто особливості утворення електронних станів у випадку, 
коли періодичний вигин поверхні середовища, обумовленo поширенням релеївського звуку. 
PACS: 73.20.–r Электронные состояния на поверхностях и границах раздела; 
73.21.–b Электронные состояния и коллективные возбуждения в многослойных структурах, 
квантовые ямы, мезоскопические и наномасштабные системы. 
Ключевые слова: периодические неровности, рэлеевский звук, электронные состояния, неоднородная 
плазма, поляритоны. 
 
Введение 
Исследованию физических свойств поверхности 
твердого тела всегда уделялось большое внимание, 
поскольку поверхность является интересным и при-
влекательным объектом для науки и практики. 
Для современной микро- и наноэлектроники пред-
ставляет интерес изучение электронных процессов, 
происходящих на поверхности проводящих сред, в 
частности механизмов возникновения поверхностных 
электронных состояний. Возможность существования 
поверхностных электронных состояний в ограничен-
ных кристаллах впервые была показана еще в 1932 г. 
И. Таммом [1]. Позже (1939г.) условия их возникнове-
ния детально изучались У. Шокли [2]. Эти результаты 
обобщены И.М. Лифшицем и С.И. Пекаром (1955 г.) 
для неполярных колебаний в решетке [3]. В обзоре [3] 
показано, что теория поверхностных электронных со-
стояний имеет глубокую аналогию с теорией поверх-
ностных колебаний атомов кристаллической решетки. 
В одномерном случае одна из ветвей энергетического 
спектра переходит в рэлеевские волны, другие образу-
ют поверхностные оптические ветви. В 1965 г. К. Кли-
вер и Р. Фукс обнаружили сходство поверхностных 
электронных состояний с поверхностными плазмен-
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ными колебаниями [4]. В 1975 г. В.М. Агранович, Б.П. 
Антонюк и А.Г. Мальшуков исследовали процессы 
локализации электронно-дырочных пар (экситонов), 
обусловленных изгибными колебаниями поверхности 
[5]. Авторы [5] (см. также [6]) показали, что в квазиод-
номерных и квазидвумерных полупроводниках куло-
новское притяжение между электронами и дырками, 
находящимися на различных плоскостях или нитях, 
приводит к их деформации. В результате в области 
возникшей деформации происходит автолокализация 
экситона как целого. Этот эффект может привести к 
неустойчивости основного состояния полупроводника. 
Обстоятельный обзор работ, посвященных теорети-
ческому и экспериментальному исследованию свойств 
поверхности и границ раздела полупроводников, из-
ложен в книге [7]. 
Нами в работах [8–10] определены поверхностные 
электронные состояния на границе полупроводник–ва-
куум в присутствии либо δ-образного потенциала, ли-
бо регулярных или случайных шероховатостей на гра-
нице сред. При этом поверхностные электронные 
состояния приводят к образованию неоднородного при-
граничного плазменного слоя и к существенному изме-
нению закона дисперсии поверхностных электромаг-
нитных колебаний [11,12]. 
В настоящем сообщении показана возможность по-
явления поверхностных электронных состояний 
(волн), обусловленных наличием одномерных пологих 
периодических неровностей [9]. Исследовано появле-
ние электронных состояний, когда неровности грани-
цы созданы рэлеевской звуковой волной [13]. 
1. Электронные состояния на периодически 
неровной границе раздела сред 
Рассмотрим электронные состояния в твердотель-
ной проводящей среде, занимающей полупространство 
0 ( ),y y x>  ограниченное потенциальным барьером 
( , )U x y  [9]: 
 0
0
( , ) ( )
( , ) 0 ( )
U x y y y x
U x y y y x
= ∞ ≤
= > , (1) 
где 0 ( )y x  — функция, описывающая форму границы 
раздела сред. Ограничимся рассмотрением непрони-
цаемой границы (бесконечно высокий потенциальный 
барьер), неровности которой зависят от одной коорди-
наты .x  Система однородна вдоль оси .z  Собственные 
волновые функции ψ( , )x y и собственные значения 
энергии электрона E  определяются из стационарного 
уравнения Шредингера 
 [ ]22 ( , ) 0m E U x yΔψ+ − ψ ==  (2) 
2 2
2 2x y
∂ ∂Δ = +∂ ∂  
и граничных условий на поверхности 0 ( )y y x=  и на 
бесконечности. 
Волновая функция должна быть ограничена при 
, ,x y → ∞  а на поверхности 0 ( )y y x=  граничные усло-
вия могут быть двух типов [14]: 
 ( )0 0,y y x=ψ =  (3) 
 ( )0 0,y y x=ψ =N∇  (4) 
где i
x y
∂ ∂= +∂ ∂j∇ , N  — вектор нормали к поверхно-
сти с компонентами 
0
1/2 1/22 2
0 0
1, .
1 1
x y
y
xN N
y y
x x
∂
∂= − =
⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 (5) 
Условие (3) означает, что плотность частиц и плот-
ность их потока равны нулю на границе; условие (4) — 
на границе раздела равен нулю только поток плотности 
частиц, а волновая функция отлична от нуля. Условие 
(4) создает предпосылку для возникновения поверхно-
стных электронных состояний, поэтому в дальнейшем 
именно им и будем пользоваться. 
Рассмотрим одномерные периодические неровно-
сти, когда 0 0( ) cos( ),y x Gx= ξ  где 0ξ  — высота неров-
ности, (2 / )L G= π  — пространственный период не-
ровностей вдоль оси .x  В этом случае волновая 
функция ( , ),x yψ  описывающая поведение частицы в 
области 0 ( ),y y x>  может быть представлена следую-
щим образом: 
 ( , ) exp ( ) ,n x yn
n
x y A i k nG x ik y
∞
=−∞
⎡ ⎤ψ = + +⎣ ⎦∑  (6) 
n  — номер гармоники ( n  — целое число), nA  — ее 
амплитуда, ,x yk k  — составляющие волнового вектора 
электрона. 
Задача состоит в том, чтобы найти дисперсионное 
уравнение, связывающее тангенциальную составляю-
щую вектора xk  с энергией электрона E. 
Из уравнения Шредингера следует соотношение 
между E  и k  
 2 22
2 ( ) .n x
mEk k Gn= − +
=
 (7) 
(Здесь и далее у nk  опущен индекс .)y  
Для решения уравнения Шредингера с граничным 
условием (4) воспользуемся теорией возмущений, счи-
тая, что амплитуда неровностей мала по сравнению с 
ее периодом, 0 1,Gξ <<  т.е. неровности пологие. Ком-
поненты вектора нормали равны 
 0
( )
, 1x y
y x
N N
x
∂= − =∂ . (8) 
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Граничные условия (4) можно перенести с неровной 
поверхности на гладкую, т.е. на плоскость 0.y =  То-
гда на плоскости 0y =  выполняется следующее соот-
ношение: 
 
2
0
02
0
0.
y
y
y
y x xy =
∂∂ψ ∂ ψ ∂ψ+ − =∂ ∂ ∂∂  (9) 
Подставим в выражение (9) волновую функцию элек-
трона вида (6) и ограничимся приближением первых 
гармоник 0 1 1, , ,A A A−  пренебрегая гармониками с 
2,n ≥  так как их связь с нулевой гармоникой пропор-
циональна 0( ) .
nGξ  
В этом случае дисперсионное соотношение имеет 
вид 
 
2 2 2 2
2 0 0
0 0
1 1
( ) ( )1 .
4
x xk Gk k Gkk
k k−
⎧ ⎫+ −⎪ ⎪= − ξ +⎨ ⎬⎪ ⎪⎩ ⎭
 (10) 
Решение (10) находим методом последовательных 
приближений по малому параметру 0 .Gξ  
В первом приближении при 0 0ξ =  (поверхность 
гладкая) существует решение, у которого 
 (0)0 0,k =  (11) 
т.е. нормальная составляющая импульса электрона 
равна нулю, и закон дисперсии электронов, движу-
щихся вдоль абсолютно гладкой поверхности, имеет 
вид 2 2 / 2 .xE k m= =  Область локализации скользящих 
вдоль поверхности электронов занимает все полупро-
странство (0, ).∞  
В следующем приближении получим 
 20 0
1 1
1 1 1( ) .
4 x
k k G
k k−
⎛ ⎞δ = − ξ +⎜ ⎟⎝ ⎠
 (12) 
Исследуем выражение (12) в интервале 0 .xk G< ≤  
Видно, что в области 0 2xk G< <  волновые числа 
гармоник с амплитудами 1A−  и 1A  чисто мнимые: 
[ ]1/21 ( 2 ) ;xk i G G k− = −  [ ]1/21 ( 2 ) ;xk i G G k= +  и выра-
жение для 0kδ  является чисто мнимым. 
В длинноволновом приближении, когда ,xk G<<  из 
уравнения (12) получим  
 20 0 1 1( ) ; .2 x
ik k G k k iG−δ = ξ = =  (13) 
Это решение определяет локализованные вблизи по-
верхности электронные волны — электронные состоя-
ния с энергией  
 
2
2 4 2 2
0
11
2 4x x
E k G k
m
⎡ ⎤⎛ ⎞= − ξ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
= . (14) 
Волновая функция поверхностных электронных со-
стояний имеет вид 
 [ ]0 0exp xA ik x k yψ = − δ . (15) 
Длина пространственной локализации волновой функ-
ции электрона 01/R k= δ  уменьшается с увеличением 
волнового вектора .xk  
Наиболее эффективно периодические неоднородно-
сти поверхности влияют на электронные состояния в 
условиях резонанса, когда совпадают волновые векто-
ры соседних гармоник, например, когда 0 1.k k−=  В 
этом случае / 2.xk G=  Влиянием гармоники с 1n =  
можно пренебречь. Тогда дисперсионное уравнение 
для поверхностных состояний принимает вид 
 
4
2
0 1 0 ,4
Gk k−
⎛ ⎞δ δ = −ξ ⎜ ⎟⎝ ⎠  (16) 
где 0 2
2 ,x
mk E G kδ = δ − δ
=
 1 2
2 .x
mk E G k−δ = δ + δ=  
Здесь Eδ  и xkδ  — вариации энергии и волнового чис-
ла соответственно вблизи значений 
22
0 2 2
GE
m
⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎝ ⎠
=  и 
/ 2.xk G=  Равенство (16) выполняется, если 0kδ  и 1kδ  
— мнимые величины, равные друг другу, или когда 
они являются действительными величинами, но проти-
воположны по знаку. 
В первом случае закон дисперсии имеет вид 
 
22 2
01
8 2
GGE
m
⎡ ⎤ξ⎛ ⎞⎢ ⎥= − ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
= , (17) 
 
2
0
0 1 4
G
k k i−
ξδ = δ = . (18) 
Во втором случае  
 
22 2
01
8 2
GGE
m
⎡ ⎤ξ⎛ ⎞⎢ ⎥= + ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
= , (19) 
 
2
0
0 4
G
k
ξδ = − , (20) 
 1 0.k k−δ = −δ   
Таким образом, в точке 2xk G=  энергия меняется 
скачкообразно, т.е. возникает запрещенная зона, ши-
рина которой равна 
 
22 2
02 .
4 2
GGE
m
ξ⎛ ⎞δ = ⎜ ⎟⎝ ⎠
=  (21) 
Для образования запрещенной зоны необходимо вы-
полнение неравенства 2 ,Eδ >> ν=  где ν  — характер-
ная частота столкновения электронов. 
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В резонансной области выполняется условие 
2
0
2 4x
GG k
ξ− ≤ . Вне резонансной области, когда 
2
0
2 4x
GGk
ξ⎛ ⎞− >⎜ ⎟⎝ ⎠ , имеем ( )
1/2
1 2 ,xk G k G− ⎡ ⎤= −⎣ ⎦  
( ) 1/21 2 .xk i G G k⎡ ⎤= +⎣ ⎦  В этом случае 0kδ  и E  — ком-
плексные величины. 
 0 0 0Re Im ,k k i kδ = δ + δ   
 
2 2
20
0
1
Re ,x
G
k k
k−
ξδ = −   
 
2 2
20
0
1
Im .
4 x
G
k k
k
ξδ =  (22) 
 Re ImE E i E= + ,  
 
( ) ( )2 22 2 0 0
2
Re Im
Re 1
2
x
x
k kk
E
m k
⎡ ⎤δ − δ⎢ ⎥= +⎢ ⎥⎣ ⎦
= ,  
 
2
0 0Im Re Im 02
E k k
m
= δ δ <= . (23) 
Из (22) и (23) видно, что в коротковолновой области 
электронные состояния являются квазистационарны-
ми. При этом ( )~ exp tψ − τ , где 
Im E
τ = =  — время 
релаксации. 0Re 0k <  в области волновых чисел 
2
0
2 4x
GGk
ξ⎛ ⎞− ≥⎜ ⎟⎝ ⎠ . 
Таким образом, запрещенная зона разделяет элек-
тронный спектр на две области: область чистых по-
верхностных электронных состояний и квазистацио-
нарных (псевдоповерхностных состояний, имеющих 
конечное время жизни). 
2. Поверхностные поляритоны (плазмоны) на 
неровной границе полупроводник–диэлектрик 
Волновая функция поверхностных электронных 
состояний, возникающих на неровностях границы, 
имеет вид 
 
0 0 0
exp ( ) .x kk A k y i k x t⎡ ⎤ψ = − δ + −ω⎣ ⎦  (24) 
Величина амплитуды 0A  определяется из условия 
нормировки  
00
* 1.kk dxdydzψ ψ =∫∫∫  
В результате получим, что 0 02 / ,A k S= δ  где 
,x zS L L=  xL  и zL  — размеры образца в направлениях 
x и z соответственно. 
Зависимость волновой функции поверхностных элек-
тронных состояний от координаты y  приводит к воз-
никновению неоднородной плазмы в области 0.y y>  
Выразим ее основные параметры через высоту и пери-
од неровной поверхности. Концентрацию электронов 
0 ( )n yδ  определим следующим образом: 
 0 0
*
0 0 0
2( ) exp 2
x
x x
k k k k
k k
n y n n k k y
S
⎡ ⎤δ = ψ ψ = δ − δ⎣ ⎦∑ ∑ ,  
  (25) 
где 
xkn  — число электронов с волновым числом ;xk  
суммирование ведется по всем значениям .xk  При 
этом минимальное значение xk  определяется размера-
ми образца в направлении x, т.е. величиной ,xL  а мак-
симальные — ферми-импульсом .Fk=  Полное число 
частиц в области 0y >  равно ,
x
x
k
k
n∑  а поверхностная 
плотность ( )0
0
/ .
x
x
s k
k
n n S n y dy
∞
= = δ∑ ∫  
Приведем значения 0 (0)nδ  и sn  для вырожденного 
электронного газа при 0n =k  и 1.n =k  
Если / 2,Fk G<<  то 
 2 / (4 ),s Fn k= π  ( ) 2 20 0 / 4F sn k Gnδ = ς . (26) 
При / 2Fk G>>  
 2/ (2 )s Fn k G= π , ( ) 2 30 0 /12.sn G nδ = ς  (27) 
Определим спектр поверхностных электромагнит-
ных колебаний на неровной границе диэлектрик–полу-
проводник. Система уравнений, описывающая элек-
тромагнитные колебания в полупроводниковой плазме 
( 0),y >  имеет вид 
 11
1rot ,
c t
∂= − ∂
HE  11
1 4rot ,
c t c
∂ π= +∂
DH j   
 1div 4 ( , ),en t= πD r  div 0ne t
∂ + =∂ j , (28) 
где 
 1 0 1ˆ( , ) ( ) ( , ) .
t
t t t t dt
−∞
′ ′ ′= ε −∫D r E r  (29) 
Выражение (29) описывает электромагнитные свойства 
среды в отсутствие пространственной дисперсии ди-
электрической проницаемости. В этом случае фурье-
образ диэлектрической проницаемости имеет вид 
 ( )0 0
0
ˆ ( )exp ( )i d
∞
ε ω = ε τ ωτ τ∫ .  
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В уравнениях (28) ( , )n tr  — отклонение концентрации 
электронов от равновесного значения 0 ( ),n yδ  j  — 
ток, который в отсутствие пространственной диспер-
сии среды выражается через векторный потенциал A  
следующим образом: 
 
2
0 ( ) ( , ).
e n y
t
mc
δ= −j A r  (30) 
(Калибровка выбрана таким образом, что потенциал 
0φ =  и 1 / .)c t−= − ∂ ∂E A  
В диэлектрике ( 0)y <  
 22
1rot ,
c t
∂= − ∂
HE  2 22rot .c t
ε ∂= ∂
EH  (31) 
Заметим, что между диэлектриком и полупроводнико-
вой плазмой имеется малый промежуток, так что аку-
стический контакт между диэлектриком и полупро-
водником отсутствует. Предположим, что длина 
электромагнитной волны превосходит высоту и период 
неровностей поверхности. В этом случае граничные 
условия для электромагнитных полей такие же, как и 
на гладкой поверхности, т.е. на плоскости 0y =  не-
прерывны тангенциальные составляющие электриче-
ского и магнитного полей. 
Зависимость векторного потенциала, как и всех пе-
ременных величин в уравнениях (28)–(30), от коор-
динаты времени зададим в виде ( , )t =A r  [ ]( ) exp ( ) ,xy i q x t= −ωA  где xq  и ω  — волновое число 
и частота электромагнитного поля соответственно. 
Вектор A  имеет компоненты xA  и yA , а у магнитно-
го поля есть только компонента zH . Относительно 
компоненты 1zH  система уравнений (28) сводится к 
уравнению  
2
2 1
1 1 12
1
1( ) ( ) 0,
( )
z
x z
H
y q H y
y y yc
⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ω ∂ε − + ε =⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ε ∂⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦
 (32) 
где 2 21 0 0( ) ( ) ( ) / ,y yε = ε ω −ω ω  2 20 0( ) 4 ( ) / .y e n y mω = π δ  
Решение уравнения (32) ищем в виде 
 1 1
0
( ) exp ( ) .
y
zH y C q y dy
⎡ ⎤⎢ ⎥′ ′= −⎢ ⎥⎣ ⎦∫  (33) 
Для определения ( )q y  получим из (32) уравнение 
 
2
2 21
12
1
( )1 ( ) 0,
( ) x
yq q y q
y y c
∂ε ω+ + ε − =ε ∂  (34) 
которое справедливо при выполнении условия 
1 .q dq dy q− <<  Это условие означает, что относитель-
ное изменение глубины проникновения волны в среду 
0y >  мало на расстояниях порядка 1 .q  Из двух ре-
шений уравнения (34) выбираем то, которое удовле-
творяет условию убывания электромагнитного поля 
при :y → ∞  
 
2
21
1 12
1
( )1 ( ).
2 ( ) x
yq q y
y y c
∂ε ω= − + − εε ∂  (35) 
Здесь 2 2 21( ) /xq y c> ω ε  и 2 2 21( ) /xq y c−ω ε >  
1 2
1 1[ ( ) / ( ) / ] .y y y
−> ε ∂ε ∂  Второе неравенство означает, 
что глубина проникновения электромагнитного поля в 
плазму меньше масштаба области локализации волно-
вой функции электрона, т.е. 1 0 max~ ,xq q k>> δ  где 2 3
0 0max / 8.k Gδ = ξ  Видно, что это условие легко вы-
полняется. 
Компоненты электрического поля в плазме выра-
жаются через компоненту 1zH  следующим образом:  
 11 1
1
,
( )x z
q cE i H
y
= − ωε  1 11
;xy z
q c
E H= ωε  (36) 
в диэлектрике  
2 2 2exp( );zH C q y=  22 2
2
;x z
q cE i H= ωε  2 22
,xy z
q c
E H= ωε  
  (37) 
где 2 2 22 2 / 0xq q c= −ω ε > . 
Из граничных условий на плоскости 0y =  следует 
 11 2
2
(0)
(0) .q q ε= − ε  (38) 
Это равенство выполняется, если 1(0) 0.ε <  Подставляя 
в (38) значения 1q  и 2 ,q  получаем дисперсионное 
уравнение для поперечных поверхностных электро-
магнитных волн (поверхностных поляритонов) 
1/22 2 2 22 1 2 12 1 2
2 2 21 2 1 1 2
(0) (0) /(0)
,
(0) (0) (0)
x
x
q c
q
c
⎡ ⎤′ε ε −ω εε εω ⎣ ⎦= −ε + ε ⎡ ⎤ε ε − ε⎣ ⎦
 (39) 
где 
2
0
1 2
0
( )4(0) .
y
n ye
ym =
∂δπ′ε = − ∂ω  
Уравнение (39) решаем относительно xq  методом по-
следовательных приближений по малому параметру 
1 1[ (0) / (0)] 1.xq′ε ε <<  В результате получим 
 0 ;x x xq q q= + δ      
2
2 1 2
0 2
1 2
(0)
;
(0)x
q
c
ε εω= ε + ε   
 
3/2
1 2
1/2 2 2
1 1 2
(0)
.
2 (0) (0)
xq
′ε εδ = ⎡ ⎤ε ε − ε⎣ ⎦
 (40) 
Величина xqδ  положительна, так как значение 1(0)′ε  
всегда положительно 1 2( (0) ).ε > ε  Действительно, 
22 2
1 0(0) 16 / ( ) 0x
x
k
k
e m S n k′ε = π ω δ >∑  и при 
2Fk G<<  имеем ( ) 2 2 4 4 21 0 [ / ( )] /16.Fe m G k′ε = ω ς  
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Таким образом, наличие поверхностных электрон-
ных состояний приводит к возникновению поверхно-
стных поляритонов, закон дисперсии которых иной, 
чем в случае распространия вдоль гладкой поверхно-
сти однородной плазмы. В частности, фазовая скорость 
поляритона уменьшается.  
Для электростатических колебаний ( )c →∞  из (39) 
следует соотношение 
 
2
1 2
1 2
1 1 2
(0)
(0) .
(0)( (0) ) xq
′ε εε + ε = − ε ε − ε  (41) 
В этом случае .′ω = ω + δω  Если 2 20 0 0( ) / ,ε ω = ε −ω ω  
частоты ′ω  и δω  определяются выражениями 
 
2 2
2 0 0
0 2
,
ω +ω′ω = ε + ε

    1
(0)
,
4 xq
′ ′ω εδω = −  (42) 
где 0ω  — ленгмюровская частота однородной плазмы. 
Если глубина проникновения электромагнитной вол-
ны больше области локализации волновой функции 
электронов 0( ),xq k<< δ  то на поверхности раздела 
сред образуется двумерный электронный газ. Можно 
показать, что дисперсионное уравнение поверхностных 
электростатических колебаний в этом случае имеет вид 
 
2
0
0 2 2( ) ;
s
xq
ωε ω + ε = ω     
2
2
0
4
.ss
e n
m
πω =  (43) 
Таким образом, на границе твердого тела с неровно-
стями возникает неоднородная плазма. Ее параметры 
определяются свойствами поверхности. На границе 
такой плазмы с диэлектриком в области частот, мень-
ших легмюровской, распространяются поверхностные 
электромагнитные волны, фазовая скорость которых 
зависит от величины электронной концентрации на 
границе раздела сред. Неоднородность плазмы приво-
дит к дисперсии частоты в условиях пренебрежения 
запаздыванием. Групповая скорость такой волны по-
ложительна, а ее величина определяется характером 
убывания электронной концентрации от границы. 
Возбуждение такого рода поверхностных полярито-
нов может дать важную информацию об электронных 
состояниях на неровной границе.  
3. Поверхностные электронные состояния, 
создаваемые рэлеевской волной 
Исследуем особенности электронных поверхностных 
состояний на периодических неровностях границы, соз-
даваемых рэлеевской звуковой волной, в поле которой 
находятся электроны проводимости. Заметим, что влия-
ние объемного звука на электронный спектр в безгра-
ничной среде рассмотрено в работах [15–17]. 
Пусть вдоль поверхности 0 ( , )y y x t=  в направлении 
оси x распространяется звуковая (рэлеевская) волна с 
частотой Ω  и волновым вектором .G  Как и в разд. 1, 
вдоль оси z  система однородна. Под действием поля 
этой волны поверхность изгибается, и ее зависимость 
от координаты x и времени может быть описана сле-
дующей функцией: 
 0 0( , ) cos( ),y x t Gx t= ξ −Ω  (44) 
где tGsΩ = η  — закон дисперсии рэлеевской волны, 
η — число, зависящее от соотношения между про-
дольной ls  и поперечной ts  скоростями звука, η  ме-
няется в пределах 0,87–0,95 [18]; величина высоты не-
ровностей 0ξ  равна сумме нормальных составляющих 
векторов деформации lu  и tu  продольной и попереч-
ной волн на плоскости 0,y =  т.е. 0 (0) (0).l ty yu uξ = +  
Уравнение Шредингера, описывающее поведение 
электрона в поле звуковой волны, имеет вид 
 
2 2 2
2 2 ( , , ) .2
i V x y t
t m x y
⎛ ⎞∂ψ ∂ ψ ∂ ψ+ + = ψ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
==  (45) 
Здесь 
( , , )
( , , ) iij
j
u x y t
V x y t
x
∂= λ ∂  — потенциал, созда-
ваемый волной, ,l ti i iu u u= +  i jλ  — тензор деформа-
ции. Принимая во внимание граничные условия для 
вектора u  на свободной поверхности и полагая 
,ij ijλ = λδ  потенциал ( , , )V x y t  можно выразить через 
параметры кристаллической решетки и высоту неров-
ностей. В результате получим 
0 exp( )cos( );V V y Gx t= −γ −Ω  
2 2
0
0 2
(2 )
,t
l
G s
V
s
λξ −η= − γ  
где 1γ  — глубина проникновения звука в полупро-
водник; 
1/22
2
21 ;
t
l
s
G
s
⎛ ⎞γ = − η⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
 
2
1.t
l
s
s
⎛ ⎞η <<⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
 Таким об-
разом, в случае изгиба поверхности под действием рэ-
леевского звука появляются дополнительные по 
сравнению с разд. 1 параметры: Ω  — частота звука, 
1 / γ  — область его локализации, V  — потенциал, 
создаваемый звуком. 
Решение уравнения (2) ищем в виде суммы про-
странственно-временных гармоник: 
( , , ) ( , , ) ( )exp( ),n n n
n n
x y t x y t y i
∞ ∞
=−∞ =−∞
ψ = ψ = ψ Φ∑ ∑  (46) 
где ( ) ( ) ;n xk nq x n tΦ = + − ω+ Ω  G  — положительная 
величина. 
Подставляя выражение (46) в уравнение (45), по-
лучаем  
2
2
2 ( )exp ( )n n n n
n
k i i
y
∞
=−∞
⎛ ⎞∂+ ψ Φ Φ =⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠∑  
2
02 exp( ) ( )exp ( )cos ( ),n nG y y i Gx t= − β ξ −γ ψ Φ −Ω∑ (47) 
С.И. Ханкина, В.М. Яковенко, И.В. Яковенко 
1154 Low Temperature Physics/Физика низких температур, 2011, т. 37, № 11 
где 
2 22 ( ) ( ) ;n x
mk n k nG= ω+ Ω − +=  
2
02
2 2 2 2 2 1/2
0
(2 )
.
( )
t
l l t
m V m s
G s s s
λ −ηβ = =ς −η= =  
Легко убедиться, что волновые функции 1,n−ψ  nψ  и 
1n+ψ  имеют одну и ту же зависимость от координаты 
x и времени t. Тогда из уравнения (47) следует, что 
2
2
2 ( )n nk yy
⎛ ⎞∂+ ψ =⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 
 [ ]2 1 1exp( ) ( ) ( ) .n nq y y y+ −= −β ς −γ ψ +ψ  (48) 
Для решения (48) воспользуемся методом последо-
вательных приближений по малому параметру 
2
2
02
E G
m
>> β ξ= или 0V .E >>  
В результате волновую функцию ψ  можно пред-
ставить в виде ряда 
 
2
0 1
12 2
1
exp ( )
( ) exp
( )
n
n n n
n n n
G i k i y
y A ik y A
k k i
∞ − −
=−∞ −
⎧ β ξ + γ⎪ψ = − −⎨ − + γ⎪⎩
∑  
 
2
0 1
12 2
1
exp ( )
exp( ).
( )
n
n n
n n
G i k i y
A i
k k i
+ +
+
⎫β ξ + γ ⎪− Φ⎬− + γ ⎪⎭
 (49) 
Для нее на плоскости 0y =  должно выполнятся усло-
вие (9), а при y →∞  — условие излучения. При взаи-
модействии гармоник с амплитудами 1 0 1, ,A A A−  
спектр электронных состояний имеет вид
____________________________________________________ 
( ) ( )
( ) ( )
2 22 22 2 2 20 00 0 0 0 1
0 2 2221 1 1 0 11 0
4 2
x x x
k k G k k G i G k k G k i k i
k
k k k k k ik k i
−
− − −−
⎡ ⎤ ⎧ ⎡ ⎤+ −⎢ ⎥ξ β ξ + + γ + γ⎪ ⎢ ⎥= − + − + +⎨⎢ ⎥ ⎢ ⎥− + γ− + γ⎪⎢ ⎥ ⎦⎣⎩⎣ ⎦
 ( ) ( )
2
0 0 1 1 1
0 02 2221 1 10 11 0
,x
k k G k i k i k
k k kk k ik k i
−
−
⎫⎡ ⎤ ⎛ ⎞− + γ + γ Γ Γ ⎪⎢ ⎥+ + − + + Γ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎝ ⎠− + γ− + γ ⎪⎣ ⎦ ⎭
 (50) 
где ( ) ( )( )
( ) ( )
( )
2 2
0 0
0 2 22 2
1 0 1 0
;x x
G k G k i G k G k i
k k i k k i−
− − + γ + + + γΓ = −
− + γ − + γ
( )
( )
1
1 22
0 1
.x
k i k G
k k i
±±
±
+ γΓ =
− + γ
∓
 
_______________________________________________ 
В выражениях для 2nk  энергией кванта рэлеевского 
звука можно пренебречь, если 
2 2
,
2
G
m
Ω << ==  т.е. 
2 t
Gs
m
η << = . Выбранное приближение не меняет сути 
физических процессов, но упрощает математические 
выкладки и полученные результаты применимы, когда 
неровности создаются стоячей звуковой волной. Дис-
персионное соотношение (50) отличается от (10) сла-
гаемыми, пропорциональными 2β , т.е. зависящими от 
потенциала звука. Можно показать [13], что на интер-
вале 0 xk G< <<  спектр электронных состояний наря-
ду с членами, связанными с высотой неровностей (см. 
разд. 1), содержит члены, обусловленные потенциалом 
звука. Рассеяние электрона на потенциале звука пре-
пятствует созданию поверхностных электронных со-
стояний. Поэтому необходимо создать условия, при 
которых электроны проводимости не попадают в поле 
потенциала рэлеевской волны. 
С этой точки зрения заслуживает внимания струк-
тура, состоящая из полупроводника и диэлектрика, 
которые пространственно разделены вакуумным про-
межутком, имеющим потенциальный барьер, высотой 
U  и шириной .a  Если звук распространяется в ди-
электрике с неровной границей и энергия электрона 
меньше ,U  то 
 
2 2
0
0
22
0
0 2
1 1
0, ,
2
2 1 1 ,
4
xkk E
m
mUk
k k−
= =
⎛ ⎞ξ ⎛ ⎞δ = − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
=
=
 (51) 
где 1 ( 2 ),xk G G k± = − ±  0 1.k aδ <<  
Отсюда следует, что в структуре диэлектрик–вакуум–
полупроводник область существования поверхностных 
состояний расширяется. Спектр начинается со значе-
ний 0.xk =  При этом 
22
0
0 2
2 ,
2
i mUk
G
ξ ⎛ ⎞δ = ⎜ ⎟⎝ ⎠=  
2 2
0 .
2
k
E
m
δ= =  
Ширина запрещенной зоны возрастает на величину 
2 2
0
2
2
2
mUE
m
ξ ⎛ ⎞δ = ⎜ ⎟⎝ ⎠
=
=
. 
Заключение 
Таким образом, на границе твердого тела с пологи-
ми периодическими неровностями возможно возник-
новение поверхностных электронных состояний. В 
этом случае существуют две характерные области в 
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спектре поверхностных состояний, разделенные за-
прещенной зоной. При энергиях электрона меньше 
запрещенной зоны возникают поверхностные состоя-
ния, волновая функция которых экспоненциально убы-
вает с расстоянием при удалении от границы. При 
энергиях электрона больше ширины запрещенной зоны 
образуются квазистационарные состояния с конечным 
временем жизни. Эти эффекты являются пороговыми. 
Поверхностные электронные состояния приводят 
к зависимости концентрации электронов от координа-
ты, перпендикулярной границе, т.е. к образованию не-
однородного приграничного плазменного слоя. В ре-
зультате закон дисперсии поверхностных поляритонов 
иной, чем в случае их распространения вдоль гладкой 
границы. У поверхностных электростатических коле-
баний появляется пространственная дисперсия частоты. 
Если неровности поверхности образованы рэлеевским 
звуком, то электроны рассеиваются не только на неров-
ностях границы сред, но и на потенциале рэлеевского 
звука. Это дополнительное рассеяние препятствует об-
разованию поверхностных электронных состояний. 
Электроны проводимости не испытывают влияния по-
тенциала звука в структуре диэлектрик–вакуум–полу-
проводник в условиях, когда рэлеевский звук распро-
страняется в диэлектрике. В этом случае область 
существования поверхностных состояний расширяется 
и увеличивается ширина запрещенной зоны. 
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Electronic states at a solid rough surface 
S.I. Khankina, V.M. Yakovenko, and I.V. Yakovenko 
Surface electronic states at a solid periodically 
rough boundary have been obtained and studied. It is 
shown that these are twq spectral regions of surface 
states separated by a forbidden band. The properties of 
the surface states in these regions are quite dissimilar. 
It is found that the action of surface electronic states 
gives rise to a subsurface ingomogeneous plasma 
layer, responsible for the peculiar features of polariton 
distribution and spatial dispersion of electrostatic vi-
bration frequency. The related dispersion relations are 
derived. Some peculiarities of electronic state creation 
are considered for the case where the periodic surface 
rougness is caused by the Rayleigh sound propagation. 
PACS: 73.20.–r Electron states at surfaces and in-
terfaces; 
73.21.–b Electron states and collective exci-
tations in multilayers, quantum wells, mesos-
copic, and nanoscale systems. 
Keywords: periodically rough, Rayleigh sound, 
electronic state, ingomogeneous plasma, polaritons. 
